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Абстракт. Для нахождения точки перехода времени регулятора от конца 

переходного процесса к началу установившегося  режима приводится формула, где 

она теоретически    обеспечивает совпадение результатов с любой точностью. Такой 

подход обеспечивает использование решения соответствующего дифференциального 

матричного уравнения Риккати через фундаментальные решения соответствующей 

Гамильтоновой системы, где ее производные равняются нулю в этой точке. 

Результаты иллюстрируются конкретными численными примерами. 
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1. Введение 

 

Как известно [6, 7, 10, 14, 19, 32], построение линейно квадратичной 

задачи (ЛКЗ) оптимального регулятора имеет как большое теоретическое [2, 

12, 16, 17, 20, 23], так и практическое значение [1, 8, 9, 21]. Обычно такие 

регуляторы сначала должны обеспечивать движение на определенном 

интервале времени в переходном процессе [8, 13,15, 20], а, далее, после этого 

в определенной точке должны входить на установившейся режим. Отметим, 

что это задача рассматривалось многими исследователями [8, 15, 18, 20], 

однако  нахождение такой точки перехода с одного режима на другой с 

приемлемой точностью не рассматривалась.  

В данной работе, в отличие от [7, 10, 13, 15, 32], приводится алгоритм на базе 

[12, 15] нахождения такой точки перехода. Здесь не требуется вычисление 

производных решений уравнения Риккати, которые в этой точке должны 

равняться нулю [7, 10, 13]. Результаты будут  иллюстрироваться на 

конкретном примере. 
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2. Постановка задачи.  

 

Пусть движение объекта описывается следующей системой 

обыкновенных линейных дифференциальных уравнений 

                              (1) 

где требуется найти такой линейный закон управлений 

                                                             (2) 

чтобы замкнутая система (1)+(2) была асимптотически устойчива и 

нижеследующий квадратичный функционал 

      

(3) 

принял бы минимальное значение вдоль решений (1)+(2). 

Здесь  – -мерный фазовый вектор,  – -мерный вектор 

управляющих воздействий,  – ,  – , 

 - мерные постоянные матрицы. 

Здесь (  - стабилизируемые пары,  - детектируемые пары,  – 

искомая  - мерная матрица. Как отмечено в [7,8,10,13,15,29], 

существует такая точка ,  при , , где 

                                                     (4) 

а  определяется из следующего матричного 

дифференциального уравнения Риккати 

                               (5) 

c начальными данными 

, где  мерная заданная матрица. 

Как показано в [15] при  матричная функция  стремится к 

постоянной матрице  так, чтобы, начиная с определенной точки 

 выполняется  и  

                                                                      (6) 

Тогда уравнение (5) приводитя к следующему матричному алгебраическому 

уравнению Риккати 

                                   (7) 

Точка  , удовлетворяющая условию (6) фактически обеспечивает 

постоянство  при  в этом же интервале. 

 

3. Определение точки времени перехода . 

Поскольку система (5) является нелинейной, нахождение  из (5) 

является сложной задачей. Поэтому, используем результаты аналитического 

конструирования оптимальных регуляторов (АКОР) А.М. Летова [12]. 
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 Как известно [12, 24,30,31], решение задачи (1)–(3) сводится к 

решению соответствующего уравнения Эйлера-Лагранжа [2] 

,    ,                                    (8) 

где  мерная матрица 

                                                                       (9) 

из (8) является зеркально симметричной, т.е. если  собственные значения 

матрицы , то противоположные значения -  тоже являются собственными 

значениями той же матрицы . 

Допустим  при . Тогда замкнутая системa (1)-(2) имеет вид  

                                            (10) 

и ее матрица  имеет собственные значения , а решение 

задачи Коши (10) при имеет место . 

Отметим, что точка перехода  от переходного режима к установившему, 

определяется соотношением (6), а (6) влияет на (9). Поэтому сам этот процесс 

зависит от собственных значений . 

Теперь остановимся на задаче нахождения матрицы обратной связи [4] К из 

(10). Поскольку  при  из (2) получим 

 
где искомая матрица  подлежит  определению. Если  найдем представление  

 
тогда        

                           (11) 

и такая K обеспечит   асимптотическую   устойчивость замкнутой системы 

(10) [2, 12]. 

Представим решение  (8) в  следующем   виде  
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(12) 

Здесь   собственные векторы системы (8),  постоянные, подлежащие  

определению.  

Принимая обозначения  

, 

и из (12)  принимая  тогда (12) примет   следующей вид  

 
т.е. 

                                 (13) 

где 

. 

 Из первого уравнения (13)   взяв =  и подставив во второе 

уравнение (13), получим 

.                         (14) 

Такое  представление  (14) обеспечивает асимптотическую устойчивость  

(10). 
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 Действительно, пусть   

,                          (15) 

где  действительные и различные числа. Тогда из (10)  

.               (16) 

Обозначим 

, .                           (17) 

Тогда 

               (18)    

и пусть точка  такая, что , где  достаточно малое положительное 

число.  

Таким образом в точке  из (18) получим  

. 

 Отсюда имеем 

.                                   (19) 

Аналогичные формулы можно получить для случаев, когда собственные 

значения повторяющиеся и комплексные, тогда диагональные матрицы  

будут заменены Жордановыми матрицами или же в диагонали будут 

квадратичные двумерные матрицы соответственно.    

 После нахождения  из (19) проверяется условие (6), при выполнении 

которого условие вычисления прекращается. Отметим что,  находятся из 

(5). Однако, нахождение решения  и, тем более  из уравнения (5), 

очень сложно. Поэтому, используя соотношение (8), попытаемся найти   

через фундаментальные матрицы. 

 

4. Нахождение  через фундаментальную матрицу уравнений (8) 

 

Пусть из (8),(9) 

                                                     (20) 

что является фундаментальной матрицей системы (8). 

Тогда решение матричных дифференциальных уравнений Риккати имеет вид 

[1,2,11,23] 

         (21) 

где  - заданная начальная матрица уравнения (5). 

Поскольку в точках  дифференциальное уравнение (5) превращается в 

алгебраическое уравнение Риккати (7), то в точке  удовлетворяется условие 

(6), т.е. норма производной  близка к малому параметру. Как известно 

[3,7,10,13,15] при -   при любых начальных условиях .  



PROCEEDINGS OF IAM, V.13, N.2, 2024 

 

151 

 

Для простоты в (21) примем  и решение  из (21) при 

существовании  переходит к виду 

(22) 

Для проверки постоянства  при  разбиваем близкие 

окрестности  на интервалы 

с шагом  и 

проверяем условия 

                                             (23) 

или же условие (6) в следующем виде 

                                                    (24) 

Если одно из условий (23), (24) удовлетворяется, можно принимать  

границей переходного процесса с установившемся режимом. 

Таким образом, можно предложить следующий вычислительный 

алгоритм. 

Алгоритм: 

1. Формируются матрицы  в задаче (1)-(3); 

2. Формируется матрица Гамильтона (9); 

3. Вычисляется матрица  из (13); 

4. Находятся минимальные собственные значения  из (19); 

5. Выбирается малый параметр  и по формуле (19) вычисляются 

значение точки  

6. Для вычисленного значения  находится значение  на интервале  

 и проверяются условия (23) или (24). 

5. Задача минимизации отклонения амплитуд колебания решения 

замкнутой системы. 

 

Интересным является поведение  на интервале (0, ) в 

зависимости от  начальных значений матриц   С определенной  

точностью можем утверждать, что . 

В линейно квадратичной задачи  оптимизации (1)-(3)  заменим  функционал  

(3) на нижеследующий   вид 

  
*

0
**

2

1
)()(

2

1 t

dtCuuQxxtSxtxJ , 

где   является  решением  матричного  алгебраического уравнения 

Риккати  

. 
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Решив  матричное  дифференциальное   уравнение (5) с  конечным условием 

, можем найти   при вычислении   через (21) , может 

достигнуть  . 

Обычно на интервале  матрица обратной связи К в переходном режиме 

дает определенное колебание к решению   замкнутой системы. Для 

уменьшения амплитуды  колебаний на интервале  поставим   другую 

задачу, т.е.  выберем матрицу К так, чтобы норма  была минимальной, 

т.е.  минимизируем функционал 

        

(25) 

по траектории уравнений (10), где  симметричная, положительно 

определенная матрица. В таком случае 

,      

 (26) 

где   удовлетворяет  матричному алгебраическому уравнению Ляпунова 

(МАУЛ) 

. 

С помощью градиентного метода [22, 25-28,33] можно найти , который 

минимизирует функционал (26). 

 

6. Численная реализация. 

 

В качестве примера из [11] возьмем пример3.6. 

,  C=1,   

Используя вышеизложенный алгоритм получили следующее значение для  

и  

. 

По формуле (4) вычисляется . Далее, решаем задачу Коши для замкнутой 

системы (10) и находим решение . 
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Рис1. Зависимость  фазового вектора  от времени. 

 

7. Заключение. 

Приводится формула для нахождения точки перехода времени 

регулятора от конца переходного процесса к началу установившегося 

режима. Используя фундаментальные решения соответствующей 

Гамильтоновой системы, приводится решение соответствующего 

дифференциального матричного уравнения Риккати. Далее, минимизируется 

амплитуда колебаний решения замкнутой системы на интервале .  

Результаты иллюстрируются  конкретными численными примерами. 
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 Abstract 

To find the transition point of the controller time from the end of the transient 

process to the beginning of the steady state, a formula is given, where it theoretically 

ensures the coincidence of the results to any accuracy. This approach ensures the use of the 

solution of the corresponding differential matrix Riccati equation through the fundamental 

solutions of the corresponding Hamiltonian system, where its derivatives are equal to zero 

at this point. The results are illustrated with specific numerical examples. 
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